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Zwei fundamentale Eigenwertspektren entspringen aus diesen zwei verschiede-
nen Ausprégungen des Zweimassenmodells:

En=hc<z R), )

E,;=hc(—const. +we(» + 5)+ B J(J + 1)+ ...). (2)

Die strengen Losungen der zeitfreien Schrodingergleichung beider Probleme
standen im Jahre 1926 dicht beieinander (ScHRODINGER RI0], Furs [1]), dennoch
wird die Gemeinsamkeit beider Modelle selten beachtet [2, 7, 9, 11]. Wir wollen.
die Eigenwertspektren (1) und (2) korrelieren und die zugrundeliegenden Modell-
vorstellungen vereinheitlichen [3]. Beide Modelle fithren zur (leichung

Ay +—[E—f( Ny =0. (3)

Die Korrelation zwischen (1) und (2) erkennt man mit Hilfe einer stetigen Uber-
fithrung von u (reduzierte Masse) und f(r). Die Uberfithrung von y ist trivial, da-
gegen ist f(r) nur im Fall (1) eindeutig angebbar:

fry =22 (4)

r

Im Falle (2) gibt es neben den tabellierten Funktionen fiir kleine Molekiile eine
Vielzahl empirischer analytischer Ansdtze. Am bekanntesten ist der Ansatz von
MogsE [6], eine kritische Ubersicht gibt VArsENT [12]. Der vereinfachte Ansatz
von KrRATZER [5],

a a?

== B(F - 7). ®)

obwohl beziiglich der Wiedergabe des Potentialverlaufs konkreter zweiatomiger
Molekiile vielfach tberboten, ist bis heute der einzige, der bei strenger Bertick-
sichtigung der Wechselwirkung von Rotation und Schwingung einen geschlos-
senen Ausdruck fiir £,,; iefert. In der tiblichen Bezeichnung besitzen o und B die
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Bedeutung
re = a (Gleichgewichtsabstand) ,
B
D¢ = —~ (Trennungsenergie) .
Der Grenzprozell
a0, B —oo, iy
unter der Nebenbedingung
lim g+ B = Z-¢? (6)
o0

(uz reduzierte Masse des wasserstoffihnlichen Yons der Kernladung Z)

fithrt die Funktion (5) stetig in die Funktion (4) dber.
Die Konvergenz der Eigenwerte und Eigenfunktionen erkennt man bei Be-

trachtung der diskreten Lésungen der GL. (3) mit dem Potential (5).
Eigenwerte :

ula- B)? 1 5?2'1“

— . Moy ) s Batp
b= 25 e+ L+ 32+ 0+ PP Y 72

Eigenfunktionen (radialer Anteil):

R{r) = °XP<~ %) o Fl—w 2x+ 1) 0]

17 1
=2 By
@ k2 x+v+1

L =

{v  Schwingungsquantenzahl, [ Rotationsquantenzahi,
F konfluente hypergeometrische Funktion)

Die Eigenwertspektren (1) und (2) erhalt man als Grenzfille aus (7) mittels (6)
einerseits, fiir y > 1 andererseits.
Bei Anwendung des Grenzprozesses (6) geht 32 -» 0 und man bekommt fiir (7)
n 22 et 1

F=="5%  we v oo )

und in (8)

uo, 1
0=2—-—27" ¢ - -
= n2 o +v+1

(10)

x =1,

also Eigenwerte und Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms bzw. der analogen

Tonen.
Im Grenzfall y > 1 kann man (7) in tiblicher Weise entwickeln und erhalt:

E=he [— Bo-y?+2Boyplv+3) + B (I + 32—

LI SRR S (14)
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B, = 87 ot (Rotationskonstante) .
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Abb. 1 veranschaulicht den Grenziibergang im Energieniveauschema.
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Abb. 1. Grenzibergang im Energieniveauschema
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Die erginzende Betrachtung des Grenzprozesses (6) im Bilde der halbklassi-
schen Theorie von BoHR-SOMMERFELD ist noch anschaulicher
Energiewerte und Bahnkurven lauten fiir das Potential (5):

mit

wo - B)? 1
272 (V2 +n2 + )

(ny radiale Quantenzahl, n, azimutale Quantenzahl),

T2

r=—=———x
@ + ¢ - cos (¢ - @)

(r, @ ebene Polarkoordinaten, ¢2 = a2 — )

- A2 N
@ =g VP +ng +m),
7 ﬁz ST (VR
b= @B) g Vy? + (VV + ny + ),
3 _ It

N

. Die diskreten

(12)

(13)

(14)

Fiir ¢ > 1 beschreibt (13) die Uberlagerung einer Schwingungs- und einer Rota-
tionsbewegung ungleicher Frequenz (Frequenzverhiltnis = ¢). Beim Grenz-
prozeB (6) gehen die G1. (12), (13), (14) gegen die entsprechenden Gleichungen des
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Wasserstoffatoms bzw. der analogen Ionen. Insbesondere geht dabei ¢ — 1, der
Umlauf auf den Sommerfeld-Ellipsen erscheint als Uberlagerung von Rotation
und Schwingung gleicher Frequenz.

Folgernngen
1. Das System Proton-Elektron (Wasserstoffatom) ist ein Spezialfall des
Systems ,,rotierender Oszillator”, bei dem einander entsprechende Rotations- und
Schwingungsquanten gleich grofl sind [zuféllige Entartung, siche (9)]. Man kann
folgende Klassifizierung der niedrigsten Zusténde des Wasserstoffatoms vorneh-
men:

angeregte Quanten
Zustand

Rotation Schwingung
1s 0 0
2s 0 1
2p 1 0
3s 0 2
3p 1 1
3d 2 0

Die Eliminierung der radialen Quantenzahl n, = v zugunsten der Hauptquanten-
zahl n, ohne auf ihre Bedeutung als Schwingungsquantenzahl hinzuweisen, ver-
hindert ein einheitliches Verstdndnis der Modelle Keplerproblem — rotierender
Oszillator.

2. Die ,,quantenmechanischen Bilder der in der Tabelle angegebenen Schwin-
gungszustinde erkennt man in den iblichen Diagrammen der radialen Dichten der
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten wieder, z. B.

3d 0 angeregte Schwingungsquanten 1 Maximum
3p 1 angeregtes Schwingungsquant 2 Maxima
3s 2 angeregte Schwingungsquanten 3 Maxima .

3. Als Folge der unter 1. geschilderten Auffassung kann man die Gesamtheit
der Linien des Wasserstoffatomspektrums als eigenartig strukturiertes Rotations-
Schwingungs-Bandensystem interpretieren (siehe Abb. 2). Diese Interpretation
ist fiir die praktische Spektroskopie unzweckmiBig, da ,,benachbarte’ Linien
einer solchen Bande in verschiedenen Serien des Wasserstoffatomspektrums liegen.

4. Fir y > 1 steht y mit den spektroskopischen Konstanten w, und B, in der
Beziehung ¢ ~ % [siehe (11)]. Definiert man den Ausdruck

2B,

We

~ 7t (15)

als quantitatives Ma8 fur die , Atomahnlichkeit™ eines Rotations-Schwingungs-
Termschemas, so ergibt sich fiir das Termschema des Wasserstoffatoms (y — 0) die
,»Atoméhnlichkeit” co. Fiir das Wasserstoffmolekiil, dessen Spektrum als atom-
ahnliches Viellinienspektrum bekannt ist [§], sind die Ausdriicke (15) in sémtli-
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chen Elektronenzustdnden grofi, verglichen mit anderen zweiatomigen Molekiilen.
Man erkennt so den lockeren Zusammenhang der Begriffsbildung (15) mit dem
Phianomen der Viellinienspektren.
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Abb. 2. Spektrum des atomaren Wasserstoffs als ,,Bandenspektrum**

Die fiir die Teilchenzahl N = 2 diskutierte Analogie zwischen Elektronen- und
Rotations-Schwingungs-Termen wird fiir N > 2 wesentlich verwickelter. Fiir die
entsprechenden Modelle gibt es keine Loésungen in geschlossener Form, in denen
man Grenziiberginge in #hnlich iibersichtlicher Weise wie oben durchfiihren
konnte. Der Fall N = 3 unter Beschrinkung auf coulombsche Wechselwirkung
wurde von KorLos, RooTHAAN und Sack [4] behandelt. Sie betrachteten die
Grundzustinde der Systeme HF und He unter Einbeziehung der analogen Systeme,
in denen Elektronen durch u—-Mesonen, Protonen durch Positronen ersetzt
wurden, unter einheitlichen Gesichtspunkten.
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