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Zwei fundamentale Eigenwer~spektren entspringen aus diesen zwei verschiede- 
nen Anspragungen des Zweimassenmodells : 

E n  = h . c  \ n~ / ' (1) 

E~,j = h 'c  ( -- eonst. + we (v + ~) + Be J ( J  + l) + . . .  ) .  (2) 

Die strengen L6sungen der zeitfreien SchrSdingergleichung beider Probleme 
standen im Jahre 1926 dicht beieinander (SoHRSD~OEX ~10], F[;ss [1]), dennoch 
wird die Gemeinsamkeit beider Modelle selten beaehtet [2, 7, 9, 11]. Wir wollen 
die Eigenwertspektren (l) und (2) korrelieren und die zugrundeliegenden Modell- 
vorstellungen vereinheitlichen [3]. Beide Modelle ffihren zur Gleichung 

2# 
d ~  + - ~ y  [E -- ](r)]~ = 0 .  (3) 

Die Korrelation zwisehen (l) und (2) erkennt man mit Hilfe einer stetigen •ber- 
ffihrung roll/~ (reduzierte Masse) und/(r) .  Die Uberffihrung yon # ist trivial, da- 
gegen ist ](r) nur ira Fall (l) eindeutig angebbar: 

Z.  e ~ 
/(r) = - -  (4) 

Im Falle (2) gibt es neben den tabellierten Funktionen ffir kleine Molekfile eine 
Vielzahl empirischer analytischer Ans/itze. Am bekanntesten ist der Ansatz yon 
Mo~sE [6], eine kritisehe ~bersicht gibt VA~s~xI [12]. Der vereinfaehte Ansatz 
yon KI~ATZEI~ [5], 

](r) = - B (  ~ ~ )  ; , (5) 

obwohl beziiglich der Wiedergabe des Potentialverlaufs konkreter zweiatomiger 
Molektile vJe]fach tiberboten, ist bis heute der einzige, der bei strenger Berfiek- 
sichtigung der Wechselwirkung yon Rotation und Sehwingung einen geschlos- 
senen Ausdruek ftir E, , j  liefert. In der iiblichen Bezeiehnung besitzen a und B die 
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Bedeutung 

Der GrenzprozeB 
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1 f ' ~ 1 2 1 ,  " L ~  1 L  1 \  re = a (tx~eleagewlen~saostana) , 
B 

De = ~ (Trennungsenergie) . 

a -+ 0, B -~ ~ ,  u - '#z  

un te r  der  Nebenbedingung 

l i m a .  B = Z-e  2 (6) 
a - - ~ o  

B - ~ .  OO 

(#z reduzierte Masse des wasserstoff/ihnliehen Ions  der Kern ladung  Z) 

f/ihrt die Funk t ion  (5) stet ig in die Funk t ion  (4) fiber. 
Die Konvergertz der Eigenwerte  und Eigenfunkt ionen  erkennt  m a n  bei Be- 

t raeh tung  der diskreten L6sungen der G1. (3) mi t  dem Potent ia l  (5). 
Eigenwerte  : 

,u(a.B) ~ 1 , ~ Ba~.# 
E = - ~-i~ . . . .  [V~ + (~ + -b~ + (~ + b ]  ~ = - ~ T - .  (7) 

Eigenfunkt ionen (radialer Antei[): 

R ( r ) : e x p ( - - - ~ ) - O ~ - F [ - - v ,  2(c~+ 1);~] 

Q 2 - ; ~ - a . B .  i = . r ( s )  
a + v 4 - 1  

1 

(v Schwingungsquantenzahl ,  l Rota t ionsquantenzahl ,  
F konfluente hypergeometr isehe Funkt ion)  

Die Eigenwer tspekt ren  (I) und (2) erh~lt m a n  als Grenzf/~lle aus (7) mit te ls  (6) 
einerseits, ffir ~ >> 1 andererseits.  

Bei Anwendung  des Grenzprozesses (6) geht  7~ -÷ 0 und m a n  b e k o m m t  ffir (7) 

E # " z~ " e¢ 1 
2 h~ [(~ + ~) + (~ + ~)]~ (9) 

und in (8) 

o = 2  ~ - Z  • e ~ • • r ( i0 )  

also Eigenwerte  und Eigenfunkt ionen  des Wassers toffa toms bzw. der analogen 
lonen. 

Im Grenzfall y >> i kann man (7) in iiblieher Weise entwiekeln und erh~It : 

E = hc .  [ -  B ~ - ~  + 2 B ~ ( v  + ½) + B~ ( l +  {-)~-- 

- .~ Be (~ + ~)~ - 3 B_~,~ (~ + ½) (~ +½)~ +.,. ] (~i) 
y 
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mit 

h (Rotationskonstante).  
B~--  8 ~ 2 . c . t t a  2 

Abb. i veransehaulieht den Grenz/ibergang im Energieniveausehema. 

- -  - -  - - V ~ 2  

:-_L ~ ~ ~v~2__ 
~ - ~  ~ v = 1  - -  

~ v = O  ~ - v = O  . . . .  

yg=lO 3 ~2= 102 y2=lO I y2--lO0 ~.,2--I0-' ~I.., 2-- 0 

Abb. 1, Grenz~iberg~ng im Energienive~usehem~ 

Die erg£nzende Betrachtung des Grenzprozesses (6) im Bilde der halbklassi- 
schen Theorie yon BOI~-SoM~nRFEL9 ist noch anschaulicher. Die diskreten 
Energiewerte und Bahnkurven lauten ffir das Potential (5) : 

Z = - ~ ( _ a .  B)~  t 
2h~ ( @ + % - ~  + ~ ) ~  0 2 )  

(nr radiale Quantenzahl, n~ azimutale Quantenzahl), 

r = ~ ~ ( t 3 )  
a + e • cos(~ • q0) 

(r, q) ebene Polarkoordinaten, ~2 = ~ _ ~2) 

mit  
~2 

( a B )  • 

Ffir ~ > t besehreibt (13) die ~berlagerung einer Sehwingungs- und einer Rota-  
tionsbewegung ungleicher Frequenz (Frequenzverhi~ltnis = ~). Beim Grenz- 
prozeg (6) gehen die G1. (12), (13), (14) gegen die entsprechenden Gleiehungen des 

2 _]_ ~br) 2 , 

- -  " V < + ~  
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Wasserstoffatoms bzw. der analogen Ionen. Insbesondere geht dabei ~ - ,  i', der 
Umlauf auf den Sommerfeld-Ellipsen erseheint als ]~berlagerung yon Rotation 
und Sehwingung gleieher Frequenz. 

F o l g e r u n g e n  

i. Das System Proton-Elektron (Wasserstoffatom) ist ein Spezialfall des 
Systems ,,rotierender Oszillator", bei dem einander entsprechende Rotations- und 
Schwingungsquanten gleieh grog sind [zufgllige Entargung, siehe (9)]. Nan kann 
folgende Klassifizierung der niedrigsten Zust~nde des Wasserstoffatoms vorneh- 
i i l e I1 :  

angeregte Quantea  
Zustan4 ~ota t ion  SchwirLgung 

Is 0 0 

2s 0 1 
2p i 0 

3s 0 2 
3p 1 1 
3d 2 0 

Die Eliminierung der radialen Quantenzahl mr = u zugunsten der Hauptquanten- 
zahl n, ohne auf ihre Bedeutung als Schwingungsquantenzahl hinzuweisen, ver- 
hindert ein einheitliehes Verst/~ndnis der Modelle Keplerproblem - -  rotierender 
Oszillator. 

2. Die ,,quantenmeehanisehen gilder" der in der Tabelle angegebenen Sehwin- 
gungszust/~nde erkennt man in den iibliehen Diagrammen der radialen Diehten der 
Aufenthaltswahrseheinliehkeiten wieder, z. B. 

3d 0 angeregte Sehwingungsquanten i Maximum 
3p I angeregtes Sehwingungsquant 2 Maxima 
3s 2 angeregte Sehwingungsquanten 3 Maxima. 

3. Als Folge der unter I. gesehilderten Auffassung kann man die Gesamtheit 
der Linien des Wasserstoffatomspektrums als eigenartig strukturiertes Rotations- 
Sehwingungs-Bandensystem interpretieren (siehe Abb. 2). Diese Interpretat ioa 
ist i~ir die praktisehe Spektroskopie unzweekmggig, da ,,benaehbarte" LiNen 
einer solehen Bande in versehiedenen Serien des Wasserstoffatomspektrums liegen. 

4. F/it y >> I steht y mit den spektroskoloisehen Konstanten We und Be in der 

(D~ [siehe (tl)].  Definiert man den Ausdruek Beziehung y ~ ~ ;  

2B+ 
- -  ~ y-i (15)  
(De 

Ms quantitatives MaB fiir die ,,Atomghnliehkeit" eines gotations-Sehwingungs- 
Termsehemas, so ergibt sieh fiir das Termsehema des Wasserstoffatoms (y -+ 0) die 
,,Atomkhnliehkeit" oo. Fiir das Wasserstoffmolekiil, dessen Spektrum als atom- 
/~hnliehes Viellinienspektrum bekannt ist [8], sind die Ausdrfieke (15) in s£mtli- 
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chen Elektronenzustgnden grog, verglichen mit anderen zweiatomigen Molekiilen. 
Man erkennt so den lockeren Zusammenhang der Begriffsbildung (15)mi~ dem 
Ph/inomen der Viellinienspektren. 
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Abb. 2. Spektrum des atomaren Wasserstoffs als ,,Bandenspektrum" 

Die fiir die Teilchenzahl/V = 2 disku~ier~e Analogie zwischen Elektronen- und 
Rotations-Schwingungs-Termen wird ffir N > 2 wesentlich verwickelter. Ffir die 
entsprechenden Modelle gibt es keine LSsungen in geschlossener Form, in denen 
man Grenziiberg~nge in i~hnlich fibersichtlicher Weise wie oben durchffihren 
k5nnte. Der Fall N = 3 unter Beschr&nkung auf coulombsche Wechselwirkung 
wurde yon Koaos, ROOTHAAN und SACK [4] behandelt. Sie betrachteten die 
Grundzust/~nde der Systeme H + und He unter Einbeziehung der analogen Systeme, 
in denen Elektronen durch #--Mesonen, Protonen durch Positronen ersetzt 
wurden, unter einheitlichen Gesichtspunkten. 
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